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柔性压电薄板在温度效应下的非线性主共振

许易坤 ，薛春霞  ✉
（海南大学 土木建筑工程学院，海南 海口 570228）

摘　要： 探究了不同温度效应对柔性压电薄板非线性主共振变化的影响。依据 von-Kármán板大挠度理论，

结合弹性力学有限变形基础理论及 Bubnov-Galerkin原理，推导出了系统的非线性振动方程与协调方程。通

过平均法，获得了柔性压电薄板在主共振条件下的幅频响应方程。根据 Routh-Hurwitz稳定判据，对系统解

的稳定性进行了分析，并利用仿真软件进行了数值模拟，以探讨不同参数（板厚度、长宽比、外激励和温度

差）对薄板主共振响应的影响。结果表明：在（1，1）模态下，解的不稳定区域较为显著，而在（2，1）和（1，2）模
态下则有所减小。外激励的增大导致系统幅值相应增加；随着温度、板厚度或长宽比的增加，系统幅值则减

小。在主共振状态下，柔性压电薄板存在 2个鞍结分岔点。2个跳跃节点之外的部分对应系统的单值响应，

而 2个跳跃节点之间的部分则对应三值响应，包含 2个稳定解和一个不稳定解。2个稳定节点周围的轨迹呈

现收敛状态，而另一个鞍点周围的轨迹则呈发散状态。
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Nonlinear principal resonance of a flexible piezoelectric thin
plate under temperature effects

Xu Yikun ，Xue Chunxia  ✉

（School of Civil Engineering and Architecture, Hainan University, Haikou 570228, China）

Abstract：This study investigates the variation of nonlinear primary resonance in flexible piezoelectric plates
under different thermal effects. Based on the von-Kármán large-deflection plate theory, the nonlinear vibration
equations  and  the  associated  compatibility  equations  are  derived  using  the  fundamental  principles  of  finite
deformation elasticity in conjunction with the Bubnov-Galerkin method. The averaging method is subsequently
applied to obtain the amplitude-frequency response equation for the plate under primary resonance conditions.
The  stability  of  the  obtained  solutions  is  analyed  using  the  Routh-Hurwitz  stability  criterion.  Numerical
simulations  are  performed  in  MATLAB  to  explore  the  influence  of  various  parameters,  including  plate
thicknesses, aspect ratios, external excitations, and temperature difference, on the primary resonance response,
with  corresponding  amplitude-frequency  response  curves  presented  accordingly.  The  results  show  that  the
instability region of the solution is more pronounced in the (1,1) mode, whereas it diminishes in the (2,1) and
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(1,2)  modes.  The  response  amplitude  increases  with  greater  external  excitation,  but  decreases  with  rising
temperature,  plate  thickness,  or  aspect  ratio.  Under  primary  resonance,  two  saddle-node  bifurcation  points
exist. Outside the interval between these two jump points, the system exhibits a single-valued response; within
the interval, a triple-valued response emerges, consisting of two stable solutions and one unstable solution. The
trajectories near the two stable points converge,  whereas the remaining point  is  a saddle point,  around which
the trajectories diverge.
Keywords：flexible  piezoelectric  thin  plates； average  method； nonlinear  principal  resonance； thermal  effect；
coexistence of multiple solutions

 0    引　言

压电材料作为一种能够实现电能与机械能相互转换的材料[1−2]，凭借其独特性能，在医疗、生物医学、

信息技术、工业、工程等诸多领域得到广泛应用[3]。经典的硅基电子材料具有较强的刚性，在柔性、可穿

戴等新兴应用场景中存在一定局限性。为满足不断多元化的应用需求，压电材料的柔性化研究成为新的

发展趋势。柔性压电材料与经典刚性压电材料的核心差异在于其具备可弯曲、可伸缩等特性，在部分工

作场景中具有明显优势[4]。

聚偏氟乙烯作为一种典型的柔性压电材料，在机械强度、韧性、热稳定性和压电响应灵敏度方面展

现出优异性能，使其成为压电材料领域的研究重点[5]。围绕其工程应用潜力，研究不断深入。郭弦等[6] 针

对混凝土内部动态测量的实际需求，开发了基于软基底的聚偏氟乙烯压力传感器。Zhang等[7] 为提高传

感器灵敏度，开发了一种基于聚偏氟乙烯纳米纤维的柔性压电传感器。王旭[8] 在锂离子电池隔膜制备与

性能研究中指出，聚偏氟乙烯材料具有高熔点且各向同性的特点。孙飞等[9] 利用聚偏氟乙烯薄膜传感器

对岩石表面爆炸应力进行测量，并分析了炮孔内不同填塞介质对爆炸应力波在岩石中传播的影响。

总体而言，基于聚偏氟乙烯的柔性压电器件在工程监测与实际应用中已获得广泛关注，并展现出良

好的应用前景。然而，实际工况常涉及多物理场耦合环境[10]。与单一物理场相比，多物理场耦合作用显

著增加了材料与结构响应的复杂性，其中温度场的影响尤为显著。在温度场与结构的耦合作用下，温度

的持续变化会导致结构变形，而结构变形又会反过来影响温度场的分布，形成双向耦合效应[11−12]。针对多

物理场耦合问题，已有学者展开了相关研究。侯艳青等[13] 针对压电晶片在低温下的应用需求，研究了不

同频率条件下多种压电材料的机电性能。王勋[14] 以压电陶瓷-金属-压电陶瓷对称层合结构为研究对象，

探讨了热电弹耦合作用下矩形压电薄板的主共振与混沌运动特性。Guo等[15] 探讨了热环境中压电夹层

梁的几何线性和非线性频率。程立平[16] 基于经典梁理论与层合板理论，分析了含压电材料的复合梁及层

合板在电场作用下的变形行为。Chai[17] 以锥形圆柱壳体为研究对象，探讨了其在热环境及螺栓边界约束

条件下的非线性振动响应。孟莹等[18] 针对压电圆形薄板，分析了热弹耦合作用下的非线性动力学行为，

并系统探讨了板中心温度、机械载荷、系统阻尼及板厚等参数对系统非线性特性及稳态解稳定性的影

响。Zhang等[19] 提出了一种新型有限元动力学建模方法，并将其应用于柔性智能梁的鲁棒主动振动控制

研究。现有针对“温度－压电-非线性振动”耦合问题的研究多集中于刚性压电材料，针对柔性压电材料在

温度效应下的非线性主共振研究，仍较为有限。对于柔性压电材料的多场耦合行为，部分学者已进行初

步探索。Shen等 [20] 采用柔性压电复合材料锆钛酸铅–聚二甲基硅氧烷进行相场模拟，从空间和

时间 2个尺度研究其电学和机械响应。Lyu等[21] 提出了柔性压电材料的有限变形相场断裂模型，建立了

电–机械–相场耦合控制方程，并通过与解析解及已有文献结果的比较验证了模型的有效性。Xia等 [22]

对柔性压电材料进行了多尺度仿真，提出了一种机电耦合关系模型。然而，上述研究主要集中于柔性压

电材料的压电性能与力学响应，尚未充分考虑温度场的影响。此外，Pervaiz等[23] 采用共沉淀法合成复合

柔性片作为高稳定介电材料，分析了其热学和介电特性，但未涉及非线性振动行为。Zhang等[24] 构建了
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智能航天器仿真与控制的二维刚−柔−热−电耦合动力学模型，并采用 PID控制算法研究柔性部件的主动

振动抑制问题，但未针对柔性结构的大变形特性展开深入分析。

综上所述，当前在压电结构多场耦合分析方面虽已取得一定成果，但针对柔性压电薄板在温度场作

用下的非线性主共振机理尚缺乏系统研究。本文在现有研究的基础上，针对压电材料薄板结构在外激励

和温度场共同作用下的动力学问题，采用弹性力学有限变形基础理论、Bubnov-Galerkin原理及平均法，构

建了柔性压电薄板的非线性振动控制方程及协调方程，并推导其在主共振条件下的幅频响应方程。最

后，利用仿真软件对系统解析进行数值算例分析，揭示温度场、板厚度、外激励及长宽比等关键参数对结

构非线性动力学特性及振动响应幅值的影响规律，为柔性压电结构在复杂热环境中的工程应用提供理论

依据。

 1    柔性压电材料矩形薄板的基本方程

柔性薄板的基本假设：其材料为连续、均匀、各向同性的线弹性材料；变形前垂直于中面的直线在变

形后保持直线且垂直于中面；忽略沿中面垂直方向的法向应力；材料中无自由电荷，且薄板厚度远小于其

长度和宽度。

O x y

z

a = 300 mm b = 250 mm
h = 10 mm q =

q0 cosωt q0 ω

以压电矩形薄板为研究对象，设定其一顶点为

坐标原点 ，薄板的两边分别在水平方向 轴和 轴

上，法线方向坐标轴为 轴，建立坐标系如图 1所

示。该薄板的长度 ，宽度 ，厚

度 ， 且 其 上 表 面 受 到 均 布 载 荷

。其中 为外激励幅值， 为激振频率。

各向同性的压电矩形薄板，在考虑温度效应时

的本构方程[25−26] 为 

σx =
E

1−µ2

(
εx+µεy

)− e31Ez−λ11T

σy =
E

1−µ2

(
εy+µεx

)− e31Ez−λ11T

τxy =
E

2(1+µ)
γxy

Dz = e31

(
εx+εy

)
+ε33Ez+m33T

S z = λ11

(
εx+εy

)
+m33Ez+δT

（1）

σx、σy E为弹性模量；µ为泊松比；εx εy e31

λ11 τxy为切应力；γxy为切应变；Dz为电位移；ε33 Ez为电场强度；m33

T S z δ = c/T0 T0

式中， 为 x 和 y 方向正应力； 、 为 x 和 y 方向正应变； 为压电系数；

为热-机械耦合系数； 为介电系数； 为热–压
电耦合系数； 为温度； 为熵； ，c 为比热容， 为初始温度。

∅

根据 von-Kármán板大挠度理论，可得薄板的几何方程 [27]，并进一步推导得到薄板的内力和薄板弯

矩。引入应力函数 并考虑阻尼力，可推导出压电矩形薄板的运动方程，将内力和弯矩结合式代入到运动

方程里面，得到柔性压电矩形薄板的横向振动方程：

D∇4w+∇2 ME +∇2 MT = h
(
∂2∅

∂x2

∂2w
∂y2
+
∂2∅

∂y2

∂2w
∂x2
−2

∂2∅

∂x∂y
∂2w
∂x∂y

)
+q−α∂w

∂t
−ρh

∂2w
∂t2

（2）

D =
Eh3

12(1−µ2)
∇2 =

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 ∇4 =
∂4

∂x4 +2
∂4

∂x2∂y2 +
∂4

∂y4

ME =
w h

2

− h
2

(e31Ezz)dz MT =
w h

2

− h
2

(λ11Tz)dz x y t ρ α

式 中 ， ； ， ； w 为 柔 性 压 电 矩 形 薄 板 的 横 向 位 移 ；

为电弯矩， 为热弯矩； ， 为空间变量； 为时间； 为质量密度； 为阻尼

系数。

 

z

x

y

h

O

b

a

q

图 1    柔性压电薄板受力图
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Dz = 0

S z = 0

薄板的动态平衡方程 [28] 中由于薄板的厚度很小，x 和 y 方向的电场和熵忽略不计 [29]，可得 ，

。因此可得

ME

MT

=
e31 (δe31−m33λ11)
λ11 (ε33λ11−m33e31)

（3）

将几何方程结合式（1）代入到矩形薄板的应变相容方程[27] 内，可得矩形薄板的协调方程为

∇4∅

E
=

(
∂2w
∂x∂y

)2

− ∂
2w
∂x2

∂2w
∂y2

（4）

 2    非线性振动解与稳定性分析

不考虑电场和温度的变化对薄板边界条件的影响，可得四边简支下的边界条件为
x = 0,a时， w = 0,

∂2w
∂x2
= 0

y = 0,b时， w = 0,
∂2w
∂y2
= 0

（5）

将柔性压电矩形薄板的横向位移 w 设为

w (x,y, t) = X (t) sin
(mπx

a

)
sin

(nπy
b

)
（6）

X(t) m n x y式中， 为板中心无量纲挠度， 和 分别为沿 方向和 方向的模态阶数。

将式（6）代入式（4）可求得应力函数为

∅ =
E
32

X2 (t)
( an

bm

)2

cos
2mπx

a
+

(
bm
an

)2

cos
2nπy

b

 （7）

将式（6）和式（7）代入式（3）可得振型函数为

L (w) =
h3

12
X (t)

(
E

1−µ2
+ e31

δe31−m33λ11

δε33−m2
33

+λ11
ε33λ11−m33e31

δε33−m2
33

)[(mπ
a

)2

+

(nπ
b

)2
]2

sin
(mπx

a

)
sin

(nπy
b

)
−

hE
8

X3 (t)
[(mπ

a

)4

cos
2nπy

b
+

(nπ
b

)4

cos
2mπx

a

]
sin

(mπx
a

)
sin

(nπy
b

)
+

αẊ (t) sin
(mπx

a

)
sin

(nπy
b

)
+ρhẌ (t) sin

(mπx
a

)
sin

(nπy
b

)
−q0 cosωt （8）

通过 Bubnov-Galerkin原理，对式（8）进行积分，得到系统的动力学方程为

Ẍ (t)+CẊ (t)+ k1X (t)+ k2X3 (t) = k cosωt （9）

k1 =
h2

12ρ

[(mπ
a

)2

+

(nπ
b

)2
]2 ( E

1−µ2
+ e31

δe31−m33λ11

δε33−m2
33

+λ11
ε33λ11−m33e31

δε33−m2
33

)
= ω2

0 ω0

k2 =
E

16ρ

[(mπ
a

)4

+

(nπ
b

)4
]

k =
16q0

ρhπ2
C =

α

ρh

式中， ，其中 为系统的固有频率；

； ； 。

τ = ω0t ω0 =
√

k1 ω =
ω

ω0

f =
X
h

ḟ =
d f
dτ

f̈ =
d2 f
dτ2对动力学方程进行无量纲化，令 ， ， ， ， ， 。得到无量纲方

程为

f̈ (τ)+α1 ḟ + f +α2 f 3 = α3 cosτω （10）

α1 =
α

ρhω0

α2 =
h2E

16ρω0
2

[(mπ
a

)4

+

(nπ
b

)4
]
α3 =

16q0

ρh2π2ω0
2式中， 为等效阻尼系数， ， 为等效激励振幅。

ε引入无量纲小参数 ，得

f̈ (τ)+ f = ε(−α1 ḟ −α2 f 3+α3 cosτω) （11）

4 海  南  大  学  学  报  （  自  然  科  学  版  中  英  文）  

许易坤等. 柔性压电薄板在温度效应下的非线性主共振
Natural Science of Hainan University (ISSN 1004-1729) https://hndk.hainanu.edu.cn

https://hndk.hainanu.edu.cn


ς = 1+εσ ω
2
= 1 σ ε用平均法求解无量纲方程，设 ， ，其中 为调谐参数， 是摄动参数，代入式（11）可得

f̈ (τ)+ς2 f = ε(−α1 ḟ −α2 f 3+2ςσ f +α3 cosςτ) （12）

a∗ θ以 , 作为慢变振幅和慢变相位，取变量变换为标准形式的方程组 f = a∗ cos(ςτ+ θ)
ḟ = −a∗ς sin(ςτ+ θ)

（13）

将式（13）代入到式（12）化为标准形式的方程组
da∗

dτ
= −ε

ς
f (a∗ cosψ,−a∗ς sinψ) sinψ = εϕ

dθ
dτ
= − ε

ςa∗
f (a∗ cosψ,−a∗ς sinψ)cosψ = εϕ∗

（14）

ψ = ςτ+ θ式中， 。

引入第一次近似的 KB变换 a∗ = y+εU1 (τ,y,ϑ)
θ = ϑ+εV1 (τ,y,ϑ)

（15）

y ϑ并要求引入稳定振幅 ，稳定相位 的导数为
dy
dτ
= εY1 (y,ϑ)+ε2Y∗ (y,ϑ,ε)

dϑ
dτ
= εZ1 (y,ϑ)+ε2Z∗ (y,ϑ,ε)

（16）

Y1 Z1 τ U1 ϑ π V1为τ式中， ， 为不显含 的振幅变化率和相位变化率； 为 的以 2 为周期的周期函数， 的以 T 为周

期的周期函数。

ε将式（15）代入式（14），并考虑式（16），令等式两端 同次项的系数相等，则有

Y1+
∂U1

∂τ
=
α2

ς
y3cos3ψsinψ+

α1

ς

(
−yςsin2ψ

)
−2σycosψsinψ− α3

ς
cosςτsinψ =

α2y3

8ς
(2sin2ψ+ sin4ψ)− α1y

2
(1− cos2ψ)−σysin2ψ− α3

2ς
[
sin(ψ+ςτ)+ sinϑ

]
Z1+

∂V1

∂τ
=
α2

ς
y2cos4ψ+

α1

ς
(−ς sinψcosψ)−2σcos2ψ− α3

ςy
cosςτcosψ =

α2y2

8ς
(3+4cos2ψ+ cos4ψ)− α1

2
sin2ψ−σ (1+ cos2ψ)− α3

2ςy
[
cos(ψ+ςτ)+ cosϑ

]
（17）

可得 
Y1 = −

α1y
2
− α3

2ς
sinϑ

Z1 =
3α2y2

8ς
−σ− α3

2yς
cosϑ

（18）

Y1 = Z1 = 0对于稳态振动， ，可得 
α1y
2
= −α3

2ς
sinϑ

3α2y3

8ς
−σy =

α3

2ς
cosϑ

（19）

将式（19）平方相加，可得主共振时的幅频响应方程为

ε2
(
α1y
2

)2

+

(
ε

3α2y3

8ς
−εσy

)2

=
ε2α3

2

4ς2
（20）
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ε ε ⩽ 0.01当 相对较小时（如 ），由式（20）得到的一阶近似解和二阶近似解基本吻合[30]，因此下文主要讨

论一阶近似解。

设 y = y0+ y1

ϑ = ϑ0+ϑ1

（21）

y0 ϑ0 y1 ϑ1 y1 ϑ1其中， 和 是式（18）的解， 和 是小量。把式（20）代入式（18），且只保留 和 的一次项，可得
dy1

dτ
= −α1

2
y1−

α3

2ς
ϑ1 cosϑ0

dϑ1

dτ
=

(
9α2y0

8ς
− σ

y0

)
y1−

α3

2ςy0

ϑ1 sinϑ0

（22）

解的稳定性是由式（22）右边的雅可比矩阵的特征值 λ 决定的。所以，式（22）的雅可比矩阵的特征方

程为 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−α1

2
−λ −

(
3α2y0

3

8ς
−σy0

)
9α2y0

8ς
− σ

y0

−α1

2
−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

即

λ2+α1λ+

(
3α2y0

3

8ς
−σy0

)(
9α2y0

8ς
− σ

y0

)
+
α1

2

4
= 0 （23）

根据 Routh-Hurwitz稳定判据 (
3α2y3

0

8ς
−σy0

)(
9α2y0

8ς
− σ

y0

)
+
α2

1

4
< 0 （24）

当上述不等式成立时，对应稳态解为不稳定解；否则为稳定解[31]。

 3    幅频响应分析

α1 = 0.02 ε = 0.01

选取聚偏氟乙烯作为柔性压电材料，根据聚偏氟乙烯材料参数[32]，利用仿真软件对该系统进行数值

计算。选取参数为 ， ，并考虑 3种不同的振动模态：（m，n）=（1，1），（m，n）=（2，1）和（m，

n）=（1，2）。由此得到柔性压电薄板在不同厚度、长宽比、外激励和温度条件下的幅频响应曲线，如

图 2～图 5所示。图 2～图 5中，稳定解和不稳定解分别用实线和虚线表示。从图中可以发现，系统的响

应曲线向右弯曲，呈现出硬非线性特性。在部分情况下，系统会出现 2个鞍结分岔点，存在多解共存的

现象。

a=300 mm b=250 mm q0=0.10 MPa T0图 2中板厚度分别为 10、11 和 12 mm，其余固定参数 ， ， ， =20 ℃。

从图 2a中基频模态（m，n）=（1，1）的响应曲线可以看出，随着板厚度由 10 mm逐渐增加到 12 mm，系统的

共振幅值逐渐减小，同时共振区间也变窄。2个鞍结分岔点之间的虚线区域代表不稳定区间，存在多解共

存的现象。根据式（11）和（12）的分析，厚度的增加会使系统的刚度提高，固有频率增大，从而抑制了大幅

振动的产生，并减小了共振幅值与不稳定区间的范围。对于图 2b和图 2c中的高阶模态（m，n）=（2，1）和
（m，n）=（1，2），其响应特征与基频模态相比，共振幅值减小且不稳定区间消失。这是由于高阶模态的刚度

和固有频率有所增大，导致共振幅值减小且不稳定区间也随之变窄甚至消失。

a=300 mm q0=0.10 MPa T0=20 °C h=10 mm
图 3展示了 3种不同尺寸的板，其宽度分别为 300、250 和 200 mm，对应的长宽比分别为 e=1.00、

e=1.25和 e=1.50。其余参数为 ， ， ， 。由图 3可以看出，随着长宽比

的逐渐增大，系统的共振幅值呈现出逐渐减小的趋势，同时共振区间和不稳定区间的宽度也相应地变

窄。在高阶模态中，随着长宽比逐渐增大，共振幅值减小，且不稳定区间的缩减相较基频模态更为显著。
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这是因为长宽比的增大增强了系统的刚度，提升了其固有频率，从而在相同条件下使得振动幅值减小，不

稳定区间也随之变窄。
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图 2    厚度变化的幅频响应曲线
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图 3    长宽比变化的幅频响应曲线
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图 4    外激励变化的幅频响应曲线
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图 5    温度变化的幅频响应曲线
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a=300 mm b=250 mm T0=20 °C
h=10 mm

q0 α3

图 4中 ，外激励分别设定为 0.10、 0.15 和 0.20  MPa，其余参数 ， ， ，

。从图 4可以看出，在 3种模态下，随着外激励的增加，系统的共振幅值显著上升，同时共振区间

和不稳定区间也变宽。这是由于外激励幅值 与系统的等效激励幅值 呈正比关系，激励的增强会导致

薄板产生更大的位移变形，进而使振动幅值上升。系统的硬非线性特性也因此变得更加明显，解的不稳

定性范围向更宽的频率范围扩展。

a=300 mm b=250 mm q0=0.10 MPa
h=10 mm

T0

图 5展示了温度分别为 20、60和 100 °C时的情况，其他参数 ， ， ，

。由图 5可以看出，当达到主共振区域后，随着温度的升高，共振幅值逐渐减小，同时共振区间和

不稳定区间也变窄。高阶模态与基频模态相比，其共振幅值减小，不稳定区间消失。这是因为温度 升

高会使受约束的薄板产生面内压缩内力，这进而增加了结构的几何刚度，导致固有频率上升、振幅下降以

及不稳定区间变窄。

a=300 mm b=250 mm T0 h

σ > 0 q0

σ

调谐参数变化引起的力幅响应曲线如图 6所

示。其他参数为 ， ， =20 ℃， =
10 mm。选取基频模态（m，n）=（1，1）。从图中可以

观察到，当调谐参数 ， ≤1.15 MPa时，系统呈

现出 2个鞍结分岔点，对应于多解共存的现象。此

时系统表现出不稳定的动力行为，并伴随跳跃现

象。当外激励幅值超过临界值 1.15 MPa时，多值响

应区间消失，系统恢复为单解状态。当调谐参数

≤0时，系统仅有一个解，且系统的响应幅值呈现

递增趋势。随着调谐参数的减小，响应幅值逐渐衰

减，这与图 4所示的规律相吻合。

a=300 mm
b=250 mm T0 h=10 mm q0=0.10 MPa
εσ

相平面轨迹通过仿真软件对式（24）进行数值计算得到，如图 7所示。其他固定参数为 ，

， =20 ℃， ， 。当调谐参数发生变化时，系统的稳态解个数也随之变化。

当 =0.6×10-3 时，图 7a中的 3个节点分别对应图 7b中的 3个稳态解：其中 A点和 C点附近的轨迹呈现

螺旋收敛的趋势，这表明这些状态是稳定的，系统在受到小的扰动后能够回归原状态，属于稳定节点；而

B点周围的轨迹则向四周发散，这表明系统在此处的振动状态容易发生改变，属于不稳定节点。
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C

b    幅频响应曲线
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幅值 εσ

相
位

相
位

a εσ=0.6×10-3时对应的响应解

图 7    相平面轨迹
 

采用 Runge-Kutta方法求解无量纲动力学方程（12），获得系统的数值解。计算基频模态下不同参数

在主共振时，理论解和数值解的稳态振幅并进行比较，如表 1所示。

从表中可以发现，理论计算结果与数值仿真结果之间的吻合度极高，其最大相对误差不超过 1%，这

验证了理论推导过程的准确性。此外，随着厚度、长宽比或温度的增加，相对误差逐渐减小；随着外激励

的增加，相对误差逐渐增大。系统的稳定性越高，理论解与数值解之间的一致性越好，这与图 2～图 5中

所展示的参数变化趋势相吻合，进一步证实了结论的可靠性。

 

q
0
/MPa ×106

0 0.5 1.0 1.5 2.0

2

4

6

8

10

σ=0
σ=0.1
σ=0.2
σ=−0.1
σ=−0.2

幅
值

σ图 6    对薄板力幅响应的影响
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表 1    主共振下理论解和数值解对比

参数 理论解 数值解 %相对误差/

h/mm

10 1.404 1.406 0.142

11 1.202 1.203 0.082

12 1.025 1.026 0.061

e

1.00 1.647 1.649 0.151

1.25 1.404 1.406 0.112

1.50 1.072  1.073  0.075

q0/MPa

0.10 1.404 1.406 0.112

0.15 1.635 1.637 0.151

0.20 1.813 1.816 0.181

T0/℃

20 1.404 1.406 0.112

60 1.388 1.39 0.098

100 1.371 1.372 0.087
 

 4    结　论

本文基于 von-Kármán大挠度理论，探讨了在外激励与温度效应共同作用下的柔性压电薄板的非线

性主共振特性。通过理论推导与数值仿真，系统深入分析了物理参数对幅频响应及稳定性的影响，主要

结论如下：

T0=20 °C σ > 0 q0 ⩽ 1.15 MPa q0 > 1.15 MPa
σ ⩽ 0 σ

（1）当 ，调谐参数 且 时，系统可能存在 3个理论解。当 时，多值

响应区间消失，系统转变为单解状态。当 时，主共振幅值随着 的减小而减小，跳跃和多值现象消失。

（2）当系统模态由（1，1）变为（2，1）和（1，2）时，共振幅值减小，不稳定区域缩小。随着板厚度、长宽比

和温度的增加，系统的共振幅值减小，共振区间变窄；然而，随着外激励的增大，系统的共振幅值增加，共

振区间变宽。

（3）当系统出现三解共存的现象时，易诱发跳跃共振等不稳定动力学行为。系统存在 3个稳态解，其

中 2个为稳定解，周围轨迹收敛；另一个为不稳定解，周围轨迹发散。响应幅值与系统初始条件密切相

关，因此在实际应用中，可通过优化初始条件来提高结构工作的安全性与稳定性。
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