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摘　要：通过考古发现洛书的年代，同时获得洛书定理与应用．
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本文是数学娱乐［1 － 2］的续作，主要探讨洛书定理与应用，此外，通过考古发现洛书的年代．
举世公认最早的幻方是洛书，这是中国古代数学一大贡献，现从《易经》中选出一幅精美的插图（图 1）．

图 1 的 3 点说明：第 1 点，用圆圈个数表示数字，把 1 ～ 9 排成 3 阶矩阵，具有每行、每列以及左右对角
线上 3 个数相加等于 15 的性质．第 2 点，圆圈分黑与白两色，白色是奇数 1，3，5，7，9，代表天，天为阳；黑
色是偶数 2，4，6，8，代表地，地为阴，这与古代阴阳学说有关． 第 3 点，背景人物是夏禹王． 汉代孙安国说：
“洛书者，禹治水时，神龟负文而列背，有数至九，禹遂因而第之以成《九类》． ”［3］神龟出自洛水，负出的书
称为洛书，这是一个美丽的传说，由来已久．

洛书长期受到人们的重视．朱熹认为洛书“分合进退，纵横逆顺，无往而不相值焉”． 王梓坤指出：“人
们也许认为（洛书）这只是一种巧妙的数学游戏，不料电子计算机的出现后，它却获得新的应用．目前它在
程序设计、组合分析、实验设计、人工智能、图论、博奕论等方面都受到重视． ”［4］

1　洛书发现的年代
通过考古出土文物来探讨洛书的年代． 1977 年春天，阜阳双古堆西汉汝阴侯墓中出土的“太乙九宫占

盘”，这是西汉初年已有洛书的证明．古书《大戴礼记·明堂篇》中有“二九四，七五三，六一八”的记载，考
古学家夏鼐认为该书是“战国末至西汉初年作品”． ［5］考古与文献都说明洛书最迟出现在西汉初年．

殷墟出土的甲骨中有一片珍贵的文物，笔者称为“原始洛书”（如图 2）．
拓片中数字 1，2，…，9 组成 3 阶矩阵，第 2 行、第 2 列以及左右对角线上 3 个数之和等于 15，称为“米

字形”性质，即具有洛书的部分性质，所以称为“原始洛书”．



（拓片来源：1976 年承蒙天津文史馆陈邦怀副馆长寄赠）
图 2　原始洛书图

从“原始洛书”过渡到洛书的步骤． “原始洛书”中四周各行各列 3 个数之和各异，第 1 行为 6（最小），
第 3 行为 24（最大），第 1 列为 12，第 3 列为 18，平均值为 15．于是把最小的第 1 行中数字 1，3 与最大的第
3 行中数字 9，7 互相对调，保持“米字形”性质不变，得到新矩阵

9　　2　　7
4　　5　　6
3　　8　　1

，

最后，又把新矩阵经过“化方为圆”，以 5 为圆心，四周各数字在圆周上，按顺时针旋转 π
4 ，再经过“化圆为

方”，得到洛书．
以上思路与宋代杨辉《续古摘奇算法》（1275 年）中关于洛书作法“九子斜排，上下对易，左右相更，四

维挺出”，有异曲同工之妙．
由此可知，从“原始洛书”到洛书，需要经历漫长的一段时间，周代有可能实现，期待着考古上的新发

现得到证明．
2　洛书定理

洛书中隐藏着许多奥秘，谈谈近年来已知的成果．
上海科普作家谈祥柏指出［6］：把洛书每列数字从上到下看成一个 3 位数，3 个 3 位数之和等于它们 3

个逆转从下到上的 3 位数之和，即
276 ＋ 951 ＋ 438 ＝ 672 ＋ 159 ＋ 834 ＝ 1 655，

还有它们的平方和也相等，即
2762 ＋ 9512 ＋ 4382 ＝ 6722 ＋ 1592 ＋ 8342 ＝ 1 172 421．

类似地，对于每行、两条对角钱，也有
492 ＋ 357 ＋ 816 ＝ 294 ＋ 753 ＋ 218 ＝ 1 665，　　　　
4922 ＋ 3572 ＋ 8162 ＝ 2942 ＋ 7532 ＋ 2182 ＝ 1 035 369；
654 ＋ 798 ＋ 213 ＝ 456 ＋ 897 ＋ 312 ＝ 1 665，
6542 ＋ 7982 ＋ 2132 ＝ 4562 ＋ 8972 ＋ 3122 ＝ 1 109 889；
258 ＋ 714 ＋ 693 ＝ 852 ＋ 417 ＋ 396 ＝ 1 665，
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2582 ＋ 7142 ＋ 6932 ＝ 8522 ＋ 4172 ＋ 3962 ＝ 1 056 609．
香港“数学票友”黄志华指出［7］：在洛书

4　　⑨　　2
③　　5　　⑦
8　　①　　6

中 9，7，1，3 顺时针构成 2 位数 97，71，13，39 以及逆时针构成 2 位数 31，17，79，93，就有
97 ＋ 71 ＋ 13 ＋ 39 ＝ 31 ＋ 17 ＋ 79 ＋ 93，
972 ＋ 712 ＋ 132 ＋ 392 ＝ 312 ＋ 172 ＋ 792 ＋ 932，
973 ＋ 713 ＋ 133 ＋ 393 ＝ 313 ＋ 173 ＋ 793 ＋ 933；

洛书中另一组 2，6，8，4 顺时针构成 2 位数 26，68，84，42，逆时针构成 2 位数 24，48，86，62，也有
26 ＋ 68 ＋ 84 ＋ 42 ＝ 24 ＋ 48 ＋ 86 ＋ 62，
262 ＋ 682 ＋ 842 ＋ 422 ＝ 242 ＋ 482 ＋ 862 ＋ 622，
263 ＋ 683 ＋ 843 ＋ 423 ＝ 243 ＋ 483 ＋ 863 ＋ 623 ．

1989 年，帕佩斯（T·Pappas）在所著《数学乐趣》中指出［6］用斐波那契（Fibonacci）数列中连续的 9 个
数列 3，5，8，13，21，34，55，89，144 顺序代替洛书中 1 ～ 9 得到

13　　144　　5
8　　　21　　55
89　　　3　　34

，

其每行 3 数相乘，3 行乘积之和为
13 × 144 × 5 ＋ 8 × 21 × 55 ＋ 89 × 3 × 34 ＝ 26 678；

每列 3 数相乘，3 列乘积之和为
13 × 8 × 89 ＋ 144 × 21 × 3 ＋ 5 × 55 × 34 ＝ 26 678．

结果相等．
2008 年，笔者指出［8］斐波那契数列中任意连续的 9 个数列顺序代替洛书中 1 ～ 9 得到的矩阵就有每

行 3 数相乘，3 行乘积之和等于每列 3 数相乘，3 列乘积之和．
此外，吴鹤龄［6］等人的工作都值得称道．
现在笔者指出洛书的一个新性质：洛书中每行 3 数相乘，3 行乘积之和

R ＝ 2 × 9 × 4 ＋ 4 × 5 × 3 ＋ 6 × 1 × 8 ＝ 225
等于每列 3 数相乘，3 列乘积之和

T ＝ 2 × 7 × 6 ＋ 9 × 5 × 1 ＋ 4 × 3 × 8 ＝ 225．
为了深入探讨这一新性质，引进一个概念．
定义　任意数列 a1，a2，…，a9 依次代替洛书中 1，2，…，9 得到

A ＝
a2　　a9　　a4
a7　　a5　　a3
a6　　a1　　a8

，

称 A为洛书的对应矩阵，简称对应矩阵．
还要引进 2 个记号． 对应矩阵 A 中每行 3 数相乘，3 行乘积之和，记为 R（A），即 R（A）＝ a2a9a4 ＋

a7a5a3 ＋ a6a1a8；每列 3 数相乘，3 列乘积之和，记为 T（A），即 T（A）＝ a2a7a6 ＋ a9a5a1 ＋ a4a3a8 ．
下面建立对应矩阵 A的重要结果．
洛书定理　任意数列 a1，a2，…，a9 组成行列式

D ＝
a1　　a2　　a3
a4　　a5　　a6
a7　　a8　　a9

与洛书的对应矩阵

305　第 4 期　　　　　　　　　　　　耿　济：数学娱乐（三）———洛书定理与应用



A ＝
a2　　a9　　a4
a7　　a5　　a3
a6　　a1　　a8

存在关系式

T（A）－ R（A）＝ D，
其中 T（A）表示 A中每列 3 数相乘，3 列乘积之和；R（A）表示 A中每行 3 数相乘，3 行乘积之和．

证明　行列式按行展开得到

D ＝
a1　a2　a3
a4　a5　a6
a7　a8　a9

＝ a1 a5　a6
a8　a9

－ a2 a4　a6
a7　a9

＋ a3 a4　a5
a7　a8

＝

a1（a5a9 － a6a8）－ a2（a4a9 － a6a7）＋ a3（a4a8 － a5a7）＝ T（A）－ R（A）．
推论　当 R（A）＝ T（A）的充要条件为 D ＝ 0．
由此可知，洛书是由 1 ～ 9 组成，由于行列式

D ＝
1　　2　　3
4　　5　　6
7　　8　　9

＝ 0，

所以洛书就有 R ＝ T．
3　性质与举例

洛书定理的应用可分为 2 种类型，第 1 类型的对应矩阵既是非正规幻方，又有 R（A）＝ T（A）性质．
性质 1　等差数列 a1，a2，…，a9 的对应矩阵为非正规幻方，以及 R（A）＝ T（A）．
证明　设等差数列首项为 a，公差为 d，a1 ＝ a，a2 ＝ a ＋ d，…，a9 ＝ a ＋ 8d，代入对应矩阵，就有

A ＝
a ＋ d　　a ＋ 8d　　a ＋ 3d
a ＋ 6d　 a ＋ 4d 　　a ＋ 2d
a ＋ 5d　　　a　　　a ＋ 7d

，

由于 A中每行、每列以及左右对角线上 3 数相加等于 3a ＋ 12d，所以 A为非正规幻方．
关于证明 R（A）＝ T（A）有 2 种方法．
第 1 法　通过实际计算得到

R（A）＝（a ＋ d）（a ＋ 8d）（a ＋ 3d）＋（a ＋ 6d）（a ＋ 4d）（a ＋ 2d）＋（a ＋ 5d）a（a ＋ 7d）＝
3a3 ＋ 36a2d ＋ 114ad2 ＋ 72d3，

T（A）＝（a ＋ d）（a ＋ 6d）（a ＋ 5d）＋（a ＋ 8d）（a ＋ 4d）a ＋（a ＋ 3d）（a ＋ 2d）（a ＋ 7d）＝
3a3 ＋ 36a2d ＋ 114ad2 ＋ 72d3，

所以 R（A）＝ T（A）．
第 2 法　应用行列式性质，计算

D ＝
a　　　　a ＋ d　　 a ＋ 2d
a ＋ 3d　　a ＋ 4d　　a ＋ 5d
a ＋ 6d　　a ＋ 7d　　a ＋ 8d

，

从第 3 行减去第 2 行，又从第 2 行减去第 1 行，得到

D ＝
a　　　a ＋ d　　a ＋ 2d
3d　　　3d　　　3d
3d　　　3d　　　3d

＝ 0，

应用洛书定理得到 R（A）＝ T（A）．
现举已知的 2 例［6］作为性质 1 的应用．
例 1　在素数表中相邻两素数的间距大于 9 的第 1 对素数是 113 与 127．现在选取从 114 ～ 122 的 9

个连续数时，得到对应矩阵
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A ＝
115　　122　　117
120　　118　　116
119　　114　　121

，

A是一个已知的非正规幻方，现在还有 R（A）＝ T（A）的性质．
例 2　由 9 个素数组成等差数列 199，409，619，829，1 039，1 249，1 459，1 669，1 879 得到对应矩阵

A ＝
409　　 1 879　　829
1 459　　1 039　　619
1 249　　199　　 1 669

．

这里 A也是一个已知的非正规幻方，现在补充 R（A）＝ T（A）的性质．
性质 2　数列 a1 ＝ a，a2 ＝ a ＋ b，a3 ＝ a ＋ 2b，a4 ＝ a ＋ c，a5 ＝ a ＋ b ＋ c，a6 ＝ a ＋ 2b ＋ c，a7 ＝ a ＋ 2c，a8 ＝ a ＋

b ＋ 2c，a9 ＝ a ＋ 2b ＋ 2c，其中 a，b，c为任意数，对应矩阵

A ＝
a2　a9　a4
a7　a5　a3
a6　a1　a8

＝
a ＋ b　　　a ＋ 2b ＋ 2c　　 a ＋ c
a ＋ 2c　　　a ＋ b ＋ c　　　a ＋ 2b
a ＋ 2b ＋ c　　　a　　　　a ＋ b ＋ 2c

为非正规幻方以及 R（A）＝ T（A）．
证明　对应矩阵 A中每行、每列以及左右对角线上 3数之和等于 3（a ＋ b ＋ c），所以 A为非正规幻方．
由数列组成的行列式

D ＝
a　　　　a ＋ b 　　　a ＋ 2b
a ＋ c　　 a ＋ b ＋ c　　a ＋ 2b ＋ c
a ＋ 2c　　a ＋ b ＋ 2c　　a ＋ 2b ＋ 2c

．

从 D的第 2行减去第 1行，又从第 3行减去第 1行后，新出现的第 2行与第 3行各项成正比，所以 D ＝0．
应用洛书定理得到对应矩阵 A中具有 R（A）＝ T（A）的性质．
例 3　尼尔逊（H·Nelson）用计算机得到由 a ＝ 1 480 028 129，b ＝ 12，c ＝ 30 组成上述 9 个素数的对应

矩阵［6］

A ＝
1 480 028 141　　1 480 028 213　　1 480 028 159
1 480 028 189　　1 480 028 171　　1 480 028 153
1 480 028 183　　1 480 028 129　　1 480 028 201

为非正规幻方以及 R（A）＝ T（A）．
这里 A是一个已知的非正规幻方，现在发现还有 R（A）＝ T（A）的性质．
第 2 类的对应矩阵不一定是幻方，但有 R（A）＝ T（A）的性质．
最简单的例子是几何数列 a1，a2，…，a9 的对应矩阵 A中就有 R（A）＝ T（A）．
最有趣的是下面的结果．
性质 3　数列 a1，a2，…，a9，从第 3 项开始，每一项等于前面相邻 2 项之和，数列的对应矩阵

A ＝
a2　　a9　　a4
a7　　a5　　a3
a6　　a1　　a8

就有 R（A）＝ T（A）．
证明　数列 a1，a2，…，a9 组成的行列式

D ＝
a1　a2　a3
a4　a5　a6
a7　a8　a9

＝
a1　a2　a1 ＋ a2
a4　a5　a4 ＋ a5
a7　a8　a7 ＋ a8

，

这里第 3 列是第 1 列与第 2 列之和，所以 D ＝ 0．根据洛书定理知道对应矩阵 A中应有 R（A）＝ T（A）．
数论上有 2 个著名的数列，一个是斐波那契（Fibonacci）数列 1，1，2，3，5，8，13，…；另一个是鲁卡斯

（Lucas）数列 2，1，3，4，7，11，18，29，…．它们都是从第 3 项开始，任一项等于前面相邻 2 项之和．
例 4　斐波那契数列或鲁卡斯数列中任取连续的 9 项组成的对应矩阵 A中都有 R（A）＝ T（A）．
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这里“任取连续的 9 项”可以大大减弱，从性质 3 的证明中能够得到启发．
以下性质为最一般的结论．
性质 4　假设线性方程组

a1x ＋ a2y ＋ a3 z ＝ 0，
a4x ＋ a5y ＋ a6 z ＝ 0，
a7x ＋ a8y ＋ a9 z ＝ 0

有非零解时，由数列 a1，a2，…，a9 的对应矩阵 A中就有 R（A）＝ T（A）．
证明　因为线性方程组有非零解的充要条件是 a1，a2，…，a9 组成的行列式 D ＝ 0，应用洛书定理得到

对应矩阵 A必有 R（A）＝ T（A）．
4　附　注

艾伦·塔尔（Allen Tarr）发现洛书中 9 个数蕴藏着一个有趣的性质．
把洛书中 9 个数分成 3 组（如图 3），第 1 组是（主）对角线下方的 3 个数，用带箭

头的弧线表示为 381，第 2 组是对角线上的 3 个数，用带箭头的直线表示为 654，第 3
组是对角线上方的 3 个数，用带箭头的弧线表示为 729，最后把以上 3 组数全部连接
起来得到 381 654 729．

该数具有的特性：最前面的 1 位数是 3 显然被 1 整除，前 2 位数是 38 能被 2 整
除，前 3 位数能被 3 整除，前 4 位数能被 4 整除，如此继续下去，直至这个 9 位数能被
9 整除．

这是数字上罕见的现象！
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Mathematical Recreation（Ⅲ）：
Luoshu Theorem and Its Application

GENG Ji
（College of Sciences and Engineering，Hainan University，Haikou，570228，China）

Abstract： The age of Luoshu was discovered by archaeology． At same time，the Luoshu theorem and its applica-
tions were obtained．
Key words： Luoshu；corresponding matrix；luoshu theorem
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